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Chapitre 0 : Preliminaire 


Definition 1 (distance) 

Soit E un ensemble non vide. Une application d ; E x E -j 
metrique (ou une distance) sur E si elle verj fi “ w - * - - r ■ 



d(x 


d(x, y') = d(y, x) F(symetrie) 


Dr N. BELLAL 
nnee: 2016/2017 



definit une 


d(x, y) ^d(x, z) + d( 2 $y) (inegalite triangulaire) 


( 0 . 1 ) 

( 0 . 2 ) 

(0.3) 


Definition 2 (espace metrique) 

On appelle espace metrique tout couple (£, d) ou de st une metrique (ou une 
distance) sur E. 

Definition 3 (distances equivalentes) 

Deux distances d\, dj sur un meme ensemble £, sont dites equivalentes s’il 
existe deux nombres a, {5 > 0 verifiant: 


ad\ (x, y~) < d 2 (x, y) < /3d\(x, y'), Vx, y e E. (0.4) 

Definition 4 (sous-espace metrique) 

Soit ( E,d) un espace metrique et A une partie de E. On appelle sous-espace 
metrique A de E I’ensemble A muni de la distance d A definie par 
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d A (x, y) = d(x, y) Vx, y e A . d A est appele distance induite. 

Definition 5 (espace produit) 

Soient (E\, r/i),(£ 2 , d 2 '),...,(E„, espaces metriques. On definit sur 
I’espace produit E = Ei x E 2 ...xE n les trois distances equivalentes suivantes : 


/• 


< 


Vx = (x u x 2 , x„), y = (yi, y 2 , y„) e E, 

S(x, y) =Y, di(xi, y,), 5’(x, y) = (d~(xj, y,) 

/=i \/=i 

S"(x, y) = sup {dj(xj, y,)// = 


V 


1 < /' < n 


On peut verifier qu’elles constituent des distances sur 
Ces distances sont appelees distances usuelles. 



Exempie 6 

1) On definit sur£ = R, (E = C) L’application (x,y^0f-y\ est une distance 
sur E appelee distance usuelle 

2) Soit E = R" 

Vx = (xi, x„) , Vy = (yi, y„) 

On pose 

n 

K x ’ y) = S I*'' - y> = |*7-yi| 2 ) ♦ <S"(x,y) = sup |x, -y,| 

On peut verifier que 5, & et 8" sont des distances sur E. 

3) L’espace des fonctions continues note par E = C([a, b\ R) muni de la 
distance de la convergence uniforme d est un espace metrique: 

doo (f, g) = sup \f(x) -g(x)| 

it 

- ' '"‘■”5 L 

f g) = F g(x) \ dx est aussi une distance sur E . 




(0.5) 


Definition 7 (diametre, ensemble borne) 

On appelle diametre d’une partie A d’un espace metrique E la borne superieure 
8 (A) des distances d(x, y) ou x ety e A : 


8(A) = sup{c/(x, y)/x, y e Ay. 


(06) 


On dit que A est borne lorsque son diametre est fini. 

Definition 8 (distance entre deux ensembles) 
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Soient^ et B deux parties d’un espace metrique E muni de la distances d. On 
appelle distance de A et B la borne inferieure des distances d(x, y) ou x e A et_y e 
B: 


d(A,B) = inf-{y(.x, y)/x e A, y e By. 


(0.7) 


Definition 9 (norme, semi-norme) 

Soit E un espace vectoriel quelconque sur le corps Ik = IR ( ou k = C). 
On appelle semi-norme sur E une application N : E -* \k + qui verifie 

Vx, y e E, Vk e k: 

N(k. X s ) = |A|. N(x) (homogeneite) 

Ou 1.1 designe la valeurs absolue si k = R ou le modul 


N (x+y) < N(x) +N(y) (inegalite 


Si de plus N verifie : 



( 0 . 8 ) 


(0.9) 


N(x) = 0 o x = 0 (separation), 


( 0 . 10 ) 


on dit que Nest une norme sunset on notera|rpar ||. ||. 

Definition 10 (espace vectoriel norme) 

Un espace vectoriel norm£ (ou en abrege : e.v.n)est un espace vectoriel E sur 
le corps Ik = IR ( ou k = C) muni d’une norme. 


Definition 11 (normes equivalentes) 

Soit E un espace vectoriel norme muni de deux normes : ||. 
que ces deux normes sont equivalentes si: 

3 a, p > 0, ||jr||, < ||x|| 2 < jS||jc||, Vx e E. 

Exemple 12 (espaces vectoriels normes) 


et 



I 2' 


On dit 


( 0 . 11 ) 


1 ) 


-E w 


/=1 
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Ik II 2 = 




||. || ( definissent des normes sur K" et elles sont equivalentes, / = I, 2, 3. 


2 ) 



ll/ll i = sup |/k)| 


a<x<b 


l[/ll 2 =f 1/001 d* 

J a 


sont des normes sur E = c([o, 6], K). 


3) L P {Q.) : espace des fonctions de puissance p- ieme integra 
la mesure de Lebesgue muni de la norme 





ll/ll U' = ( [ \fiS\ P d x ) ' » ■f°° 


est un espace vectoriel norme. 


4) l p = x = (x„)„ eN : X IV/ < +°o > est un espace norme vectoriel muni de 



la norme 



r 


; 1 < p < +oo 



Proposition 13 (preuve exercice) 


Un espace vectoriel norme est un espace metrique pour la distance \\x-y\\ 

= d(x , y) pour tout x et_y elements de E. 

Definition 14 (espace prehilbertien) 

Soit E un espace vectoriel sur le corps k = R ( ou k = C). Un produit scalaire 
sur E est une application cp : E x E -► k telle que pour tout x, x\, x 2 , y e. E, et 

A e k, on a: 


(,o(x , x) > 0 et <p(x, x) = 0 si et seulement si x = 0. 


( 0 . 12 ) 


Universite Du 20 Aout 1955 Skikda. Departement Mathematiques. Master 1.2016 /2017. 


(p(x, y) = q>(y, *) 

(p(x\ +x 2 , >-) = (f)(x\, y) + cp(x 2 , y) 
(p(Xx, y') = A q>(x, y). 


5 


(0.13) 


(0.14) 

(0.15) 


Nous utiliserons <p(x, y') = (x, y) pour designer un produit scalaire. 

k = K q>(y, x) = (y, x) = (y, x). Un espace vectoriel muni d’un produit scalaire est 
appele un espace prehilbertien. 



Proposition 15 (preuve exercice) 

Dans un espace prehilbertien E, (’application ||. || : E -+ R, donr 

par ||x || = (x, x) 2 , pour tout x e E, est une norme pour E (c’est doncPfjn espace 
vectoriel norme). 

Exemple 16 (espace prehilbertien) 

1) (*> y ) =X! x i y> est un produit scalaire orme associee, appelee 

"norme euclidienne" est definie par 

"■k 

2) (x, y) x n y n est un produit scalaire sur 

neH Jp 


l 2 = ^x =4$^^ • ^ < +0 ° f avecx,, e k = I (ou C). La norme associee 

est 



m = 


X n 


0) v ) L i = «(*) v(x) dx Vw, v e Q c= K' 1 est un produit scalaire sur Z 2 (fi). La 

norme associee est: 
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Ml t . - (jj/WI 2 *)' 

N 

4) v) /fl = (u, v ) l2 +X (77, 77) ,Vu, v e Q c IR" est un produit scalaire 


sur I'espace de Sobolev H ] (Q). 
La norme associee est: 


\U\\ H \ 


i»ii. +L 


;=l 


Definition 17 (boule ouverte, fermee, sphere) 

Soit (. E,d) un espace metrique, a un point de E,r > 0, Les ensemble 

B(a, r') = -(x e Eld (x, o') 

B(a, r) = {x 



S(a, r) = {x 





(0.16) 

(0.17) 

(0.18) 


sont appelees respectivement boule ouverte, boule fermee, sphere de centre a et 
de rayon r. ^ 

Proposition 18 (preuve TD) 

Line partie A d’un espace metrique ( E, d) est bornee si et seulement si elle est 
contenue dans une boule fermee 

Definition 19 (voisinage, ouvert, ferme) 

Soit (E, d) un espace metrique. 

1) On dit qu’un sous-ensemble A de E est ouvert s’il est vide ou pour tout 

a e A il existe une boule ouverte de centre a et de rayon r > 0 contenue dans A. On 
dit qu’une partie Fde E est fermee si son complementaire est ouvert: {F c = U 
ouvert)o F ferme. 

2) Soit V c E et x e E on dit que V est un voisinage de x s’il existe une partie 
ouverte U de E telque x appartient a U et U inclus dans V. 


Proposition 20 (preuve TD) 

Dans un espace metrique quelconque, toute boule ouverte est un ensemble 
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ouvert, toute boule fermee est un ensemble ferme 

Definition 21 (topologie induite par une distance) 

Soient (£, </) un espace metrique et A une partie de E. Les assertions 

suivantes sont equivalentes: 


A est reunion de boules ouvertes 

Vo e A 3r e B (a, r) c A. 

L’ensemble forme par les parties A de E verifiant (0.19) est une t 
E, dite topologie induite par la distance d (ou associee a d) 




Definition 22 (espace topologique) 

On appelle espace topologique tout couple constitue par un ensemble E et un 
ensemble T de parties de E appelees ensembles ou verts (ou en abrege, ouverts) et 
satisfaisant aux trois proprietes suivantes : 

1) Toute reunion (finie ou non) d' 

2) Toute intersection finie d’ouve 


3) L’ensemble E et I’e 

On dit encore que 
L’ensemble E, muni 




vide 0 sont ouverts 


parties de X definit, sur X une topologie. 
, est appele espace topologique. 


Remarque 23 

Si ||. ||, et ||. I^sont deujffiormes equivalentes alors les deux distances 
associees le sont aussi et par consequent les topologies induites par ces deux 
distances sont egalement equivalentes (c’est-a-dire determined la meme structure 


topologique suf E, ou encore la meme famille d’ouverts sur E). 


A& 


__ 


Definition 24 (interieur, adherence, ensemble dense) 


oit/1 une partie de E. 

1) Un point x de X est dit interieur a A si et seulement si A est un voisinage de 

o 

x. On appelle interieur de A qu’on note int (A) = A, I’ensemble des points interieurs 
a A. On appelle exterieur de A, int de A c . 

2) Soit A une partie de E et soit x e X. On dit que x est adherent a A si tout 
voisinage de x contient un point de A: 


(0.19) 
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VV (voisinage de x), Vo A * 0. 

On dit que x est un point d’accumulation de A si tout voisinage de x contient un 
point de A autre que x: 


V V (voisinage de x), F\{x} OA±0o(3yeVO A/y * x) 

On dit que x est un point isole de A s’il appartient a A, mais n’en est pas un 
point d’accumulation, autrement dit s’il existe un voisinage de x qui ne coptient 
aucun autre point de A que x. 

Ainsi, dire que x est adherent a A equivaut a dire que, ou bien x est un pc 
d’accumulation de A , ou bien x est un point isole de A. On appelle adherence 
note A I’ensemble des points de X qui sont adherents a A. L’ensemble des points 
d’accumulation de A est note par A'. & 

-Vi'i-V 


3) La frontiere Fr(A ) d’un sous-ensemble A de E est 
dont tout voisinage V contient au moins un point de 

Fr(A) = A n T c . * 


Sur cette formule on voit que la frontiere de tou 


4) On appelle partie dense d’uri 
que A = E et on dit que A est non dense 






?emble des points x 
?de A ? . On a done 

le est fermee. 


e E toute partie A de E telle 

0 

\A= 0. 


Definition 25 (espace separa 

Un espace metriq 
plus d’enombrable 

Definition 26 (application continue) 

Soient (E, d) et (F, <5) deux espaces metriques. 


ue W E -> F est continue en x 0 e E si: 


it separable s’il contient un sous-ensemble au 



> 0, 3 rj > 0, Vx e E, d(x, xo) < rj => S(f(x), f(xo)') < £■ 


Autrement dit/est continue en x 0 si et seulement si 


V£ >0,3 TJ > 0, Vx e Bd(xo, rj ) =>/» e B s (j{xo), e) 


2) On dit que/:£->■ F continue sur E si elle est continue en tout point de 
E e’est-a-dire 
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V£>0, Vx e E, 3 1 ) > 0 , Vy e E, d(x, y) < q => 5 (f (x) ,f(y)) < s. 

Proposition 27 (preuve TD) 

Soient ( E , d) , (F, 8) deux espaces metriques et/: E -» F une application . 
Les proprietes suivantes sont equivalentes: 

1) / est continue . 

2) Pour tout ouvert O de F, f~ x (O ) est un ouvert de E. 

3) Pour tout ferme G deF, /“' (G) est un ferme de E. 

Proposition 28 (preuve TD) 

Soient (F, </) , (F, 5) deux espaces metriques/: E - Fune application. 
L’application/ est continue si et seulement si pour toute partie ^ de 

E ,f(A) cz f(A) . 

Definition 29 (continuity uniforme, application Lipschizienne) 

Soient ( E , et (F, Deux espaces metriques 

1) on dit que/: E -* F est continu uniformement sur F si: 

Ve > 0, 3/7 > 0, Vx, >- e F, d(x, y) < t] => <S(/(x),/») < e 

2) On dit que/ est £ - Lipschizienne avec k > 0 si 



Vx,y e E,8 (/(x) ,f(y)) < k d(x, y) 

dans le cas ou k e [0,1 [ on dit que/ est une application contractante (ou de 
contraction). _ 

Proposition 30 (exercice « etudier la reciproque ») 

Soient (F, d) , (F, <5) deux espaces metriques/: F -► Fune application. On a 
/ Lipschizienne => / uniformement continue =>/ continue. 

Definition 31 (homeomorphisme) 

1) On dit que/est un homeomorphisme si/ est une 
(bijection continue)d’inverse continue. 

2) On dit que/ est un uniformement homeomorphisme si/ est une bijection 


(0.24) 


(0.25) 


(0.26) 
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uniformement 

continue d’inverse uniformement continue. 

Proposition 32 (preuve TD) 

Un homeomorphisme de E sur F transforme un ouvert de E (respectivement un 
ferme de E) en un ouvert de ^(respectivement un ferme de F). 


Definition 33 (suite) 

Soit (E , d) un espace metrique. Rappelons qu’une suite est un ensemble de 
points indexes par les elements de N dans E. 


Soit: cp : N 
points 


N tel que: <p(k) = n k une application croissante. L’ensemble des 


» / 


( x "*)fe=N est encore un ensemble de points indexes par les elements de N et est 
appele suite extraite ou sous suite de la suite (xn)„ 6N - 


Definition 34 (limite d une suite) 

Soit (£,</) un espace metrique. une suite (*„) neN des elements de E converge 

vers un element l e E dans la metrique d, si pour chaque e > 0 , il existe un nombre 
naturel wo(fi), tel que 

d(x„, /) < e pour tout les n > « 0 (£) ,ou encore 

V£>0,3« 0 e N, V« e N ,(« > no) => d (x„ , / ) <£. 


L’element / est la limite de la suite. En d’autre terme, nous avons (x„) neN 
converge vers / et on ecrit lim x„ = / si et seulement si la suite 

w -* +oo 

numerique {d ( x„, /),«£N} <= IR converge vers 0. 

Definition 35 (suite bornee) 

Une suite d’elements de I’espace metrique (E, d') est dite bornee si et 
seulement si I’ensemble de ses valeurs est une partie bornee de (E, d). 

Proposition 36 (preuve exercice) 

Soit/: E -> F ei x e E. f est continue en x si et seulement si: 


j v (*«) we N c E tel que: 


lim x n = x =>lim f{x n ) = f(x) 

n -v oo n -* 


(0.27) 


Universite Du 20 Aout 1955 Skikda. Departement Mathematiques. Master 1. 2016 /2017. 




11 


Proposition 37 (preuve exercice) 

Soit ( E ,d ) un espace metrique et (x„) neN une suite d’element de E qui 
converge vers / alors toutes suite extraite de (x„)„ eN converge vers /. 


Definition 38 (valeur d'adherence d une suite) 

Soit (x„)„ eN une suite d’elements de I’espace metrique (£,<:/). Un element 
a e E est dit valeur d’adherence de la suite (x„) neN si et seulement si: 

VF(voisinage de a) V no e N 3 n > n 0 : x„ e V.j 


ou bien d’une maniere equivalente 
V£(voisinage de a) e N : x„ e vy est un ense 

Proposition 39 (preuve exercice) 

Soit ^ un sous ensemble de E\ on a equivalence entre : 

1) x est un point adherent a A. 

2) II existe une suite (x„) neN d’elements de a teant versx. 


Proposition 40 (preuve exercice) 

Soit E un espace metrique et soi 





e de point de E. Les 


assertions suiventes sont equivalentes: 

(/) a est une valeure d’adherence de la suite (x„) n{ 

(//) il existe une suite qui converge vers a 


i e N 


Proposition 41 (preuve exercice) 

Soit (x„)„ eN une suite d’element de I’espace metrique (E,d). Posons 

X„ = «{xa : k 'zJfj. L’ensemble des valeurs d’adherence de la suite (x„) neN est 


n x, 


im i 


un ferme de E. 


&aL 




w 


Remarque 42 (preuve devoir) 

1) Si lim%, = /, alors / est I’unique valeur d’adherence de la suite. 

2) Si/est valeur d’adherence d’une sous-suite, alors a est valeur d’adherence 
de la suite consideree. 

3) Si/: E -*• F une application continue, a valeur d’adherence de la suite 
(x„) neN alors f(a) est valeur d’adherence de la suite (/(x„)) n6N . 


Proposition 43 (preuve exercice) 

Soient ( E, d) un espace metrique et F un sous ensemble de E. On a 
equivalence entre : 


(0.28) 
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1) Fest ferme. 

2) Pour toute suite (x„)„ eN convergentes d’elements de F, on a lim x„ = x 
est element de F. 


Definition 44 (espace separe) 


On dit qu’un espace topologique (X, T) est separe ou de Hausdorff lorsque 
deux points distincts quelconques de X possedent deux voisinages disjoints. En 
d’autre terme 

Vx, y e X, x * y 3 O x e T, 30 y e Ftel que: O x n O y = 0 


Exemple 45 

Tout espace metrique est un espace topologique 


Remarque 46 (relation entre interieur ( 

Dans tout espace topologique X p 



= int (. A c ) 


ou A est un sous-ensemble de X. 


Chapitre 1 : rappels sur les espaces metriques 
complets 


Definition 1 1 (suite de Cauchy) 

Soit E un espace metrique, et soit (x„) une suite de points de E. On dit que 
cette suite est une suite de Cauchy si d(x p , x,) -* 0 quand p et q ^ +co, 


(0.29) 
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autrement dit: 


(V £ > 0)(3no, no e N) (\/p, q > no ) = (d(x p . ,,) < x). 


Proposition 1.2 (preuve devoir) 

Soit (E,d) un espace metrique et soit (x„) . On peut verifier que 

n eN 

1) Si la limite d’une suite existe alors elle est unique. 

2) Toute suite convergente est de Cauchy. 

3) Toute suite de Cauchy est bornee. 

4) Toute suite extraite d’une suite de Cauchy est de Cauchy. 

5) Toute suite de Cauchy qui possede une suite convergent! 

6) Toute valeur d’adherence d’une suite de 

7) Une suite de Cauchy a au plus une valeur d’aanerer 


Proposition 1.3 (preuve cours) 

Soit ( E,d ), (F,<5 ) deux espaces metriques et/: 
uniformement continue . Si (x„)„ €N est une suite d 
est une suite de Cauchy dans F. 


Definition 1.4 (espace complet) 

On dit qu’un espace metrique E est un 
de points de E est convergente dans E. 


Proposition 1.5 (pre 

Soient E un espaCe 
(E, Ji) est complet, il 
convergente pour I’un est 




plication 
chy dahs £, alors 


complet si toute suite de Cauchy 


metriques equivalentes sur E. Alors si 
de meme de ( E , c/ 2 )- De plus, toute suite de Cauchy 
Cauchy convergente pour I’autre. 



Definition 1.6 (sous-espace complet) 

^^®jn espace metrique complet et soit A un sous ensemble de X , A est 
si (A, rf.i) et complet, d A est la metrique induite. 

¥ 

on 1.7 (preuve TD) 

duit fini d’espaces metriques (£,, d,') ou / e / (et ou / est un ensemble 
fini) complets est complet pour la metrique produit (si x = (x,) (W et 
y - (y,) /€/ , d(x, v) =sup d,(x,, y^, voir definition 5 chapitre 0). 

iel 



Propositionl .8 (preuve cours) 

1) Soit (x, d ) un espace metrique complet et soit F un sous ensemble de X. Si 
F est ferme alors F est complet. 

2) Soit (X, d') un espace metrique. F un sous ensemble de X. Si Fest complet 


( 1 . 1 ) 
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alors Fe st ferme. 


Exemple 1.9 

1) (R, 1.1) est un espace complet. 

2) (Q , | . |) n’est pas complet. 

3) A = jo, I [ muni de la distance usuelle n’est pas complet. 

Cas particulier d’espaces complets (etudier les exemples du chapijj-e 0) 

On rappelle : 

1) On appelle espace de Banach I’espace vectoriel norme complet pour la 
metrique associee a sa norme (voir aussi definition 10 page 3 ). 

2) Un espace de Hilbert est un espace complet par rappjprt a la normeiinduite 

par un produit scalaire. (voir aussi definition 14 page 4 ). — f 9 

W 

Proposition 110 (preuve TD) 

Soit (E ,d) , ( F , 5 s ) deux espaces metriques et/^£-►'’l^ne application 
uniformement continue . Si/ est bijective et/"' est continue. Si F est un espace 
Complet alors E Test aussi. 


1/ J 


Theoremel .11 (du point fixe du Banach) 

Si E est un espace metrique complet et §i/ es) line application contractante de 
E dans E , alors/ admet un ppint fixe unique, c’est-a-dire: 

3x e E :f(x) = x. 

\ • 

(voir cours pour la preuve du theoreme 1.11 du point fixe du Banach) 


% 

w 





Corollaire 1.12 (preuve cours) 

Si (X, d ) est complet et que f =f° fois, n > 2) est contractante alors 

/ possede un pdint fixe dans X. De plus, ce point fixe est unique. 

Theoreme 1.13 (Principe des fermes emboites) 

Soierft (£, d') un espace metrique complet et {F n } neN une suite de fermes non 

vides de E verifiant: 


e N, F n+ 1 c (1 2) 

lim 5{F„) = 0 (13) 

W-H-oC 

Alors n F n est reduit a un point. 

n eN 
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(voir cours pour la preuve du theoreme 1.13 du principe des fermes emboites) 


Remarque 1.14 (preuve exercice) 

On peut verifier que la reciproque du theoreme 1.13 est aussi vraie en utilisant 
la propriety suivante des suites de Cauchy: 

Si (*„)„>, une suite dans un espace metrique £, et si on pose 

A\ = {*1, *2, A 2 = {x 2 , Xi, A 3 = {xi, X4, ...}, ... 


Alors (x„) est une suite de Cauchy si et seulement si les diametres des 
vers zero, c’est-a-dire lim S(A „) = 0. 


Definition 1.15 (espace de Baire) 

On apppelle espace de Baire un espace topologique.sepa 


suivante: 


endent 


Si Oo, 0i, ...,0/7, •••, sont une suite d’ 
leur intersection 0 = n 0„ est encore der 

77 E N 


En d’autre terme E est de Baire si pour 
la reunion de ces fermes est encore d’i 




famille de ferme d’interieur vide alors 


Theoreme 1.16 ( de Baire) 

Un espace metriqu 



# 

de Baire. 


(voir cours pour la preuve du theoreme 1.16 ( de Baire)) 

Corollaire 1.17 (preuve TD) 

Si un espace metrique complet (£, d ) s’ecrit comme reunion denombrable de 
fermes alors au moins un de ces fermes est d’interieur non vide. 

Plus formellemerft, soit (£, d ) un espace metrique complet et (£»)„ 6N une 

W 

famille denombrable de fermes telle que £ = U F„ alors 3 n e N, F n * 0. 


Theoreme 118 (prolongement des applications uniformement continues) 

Soient ( E, d ) et ( F, 8 ) des espaces metriques, £ ( un sous-espace dense de 
£, f\ une application de E\ dans F; on suppose f\ uniformement continue sur £, et 
£ complet. Alors il existe une application/et une seule de £dans F, qui soit 
continue et qui prolonge/i; en outre, cette application est uniformement continue. 


Aide. Pour demontrer ce theoreme on utilise la densite de £| la continuity uniforme 
de/i ainsi que, la completude de £et aussi I’inegalite triangulaire de la distance 8. 


(1.4) 
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La preuve de ce theoreme se trouve par exemple dans ([3 page 132]) . 


Chapitre 2 : rappels sur les espaces metriques 
compacts 


Definition 2.1 (recouvrement) 

Soit (E,d )un espace metrique, considerons {0,}. 6/ une famille d’ouverts de E 
telle que £ cu O,. Cette famille est appelee un recouvrement ouvert de E. 


is I 


outre, si une sous-famille finie de {0,} /6/ est egalement umrecouvrer 

n 

c’est-a-dire £cu O, alors on dit qu’on peut extraire de cette famille 

i=i 

sous-recouvrement fini ou que contient un sous-recouvrer 


fini. 


Definition 2 2 (espace compact) 

On dit qu’un espace metrique (£, cT) 
recouvrement 

ouvert de E on peut en extraire un 
En d’autre terme : 

E est compact o V(0,) ; . sJ recouvremei 
que : 

E = (J O, 



pact si et seulement si de tout 
t fini . 

de E ,3 J c I (j fini ) tel 


( 2 . 1 ) 


En d’autre terme E est compact si et seulement si de toute famille {£,}. e/ de 
fermes de E, dont I’intersection est vide, on peut extraire une sous-famille finie dont 
(’intersection est vide. L’assertion (2.1) est appelee axiome de Borel-Lebesgue. 



2.3 ir (preuve TD) 

^ jSL£ est umespace metriques compact, I’intersection d’une suite decoissante de 
fermes non vi0e est non vide: n F n * 0 


Proposition 2 4 (preuve TD) 

Si E est un espace metrique compact, alors toute suite de E possede une valeur 
d’adherence. 

On peut encore exprimer la proposition 2.4 sous la forme : 

Proposition 2.5 

Si (£, d) est un espace metrique compact alors toute suite (x„) neN de £ pocede 
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une sous-suite convergente. 

La reciproque de cette proposition fait I’objet du theoreme suivant: 

Theoreme 2.6 (Bolzano-Weierstrass) 

On a equivalence entre : 

- (E,d) est un espace metrique compact 

- de toute suite de E on peut extraire une sous-suite convergente dans£. 


Definition 2.7 (sous-espace metrique compact) 

Une parti eA d’un espace metrique (E,cf) est dite compacte si le sj 
metrique (A, d A ) est compact. 

Proposition 2.8 (preuve cours) 

Soit (E, d) un espace metrique et K c E. 




1) Tout compact K6e E est ferine. 

2) Tout ferme K dans un compact E est 

3) Tout compact K est borne. 

4) Tout espace metrique compact 

Proposition 2 9 (preuve exg|cice) 

- une reunion finie de sous espaces mptriques compacts est compacte. 

- Une intersection non vide quefeonque de sous espaces metriques compacts 
est compacte. 


Theoreme 2.10 (de Tychonofe) 

Tout produit, fini ou non , d’espaces compacts est compact. Inversement, si un 
produit d’espaces non vides est compact, chacun d’eux est compact. 

Aide. La preuve de ce theoreme necessite des techniques qui n’ont pas ete 
developppes dans ce cours. 

Une demonstration detaillee ce trouve par exemple dans [3] page 91 Neanmoins 
nous allons voir au TD une demonstration dans un cas particular. 


Theoreme 2.11 (preuve cours) 

Soit (E,d) et (F,S) deux espaces metriques et /: E -> F une application continue. 

Si E est compact alors/(£) est compact dans (F, 6), de plus/est uniformement 
continue. 
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Corollaire 2.12 (preuve TD) 

On considere (R,||). Soit/: £ -*• R une application continue de £dans R ; et soit 
K un compact de E. Alors f{K) est bornee dans R et /atteint ses bornes sur K. 

Corollaire 2 13 (preuve TD) 

Soit/une application injective continue d’un espace compact E dans un espace 
metrique F. Alors E et f(E) sont homeomorphes. 


Definition 2.14 (espace iocalement compact) 

On appelle espace Iocalement compact tout espace metrique E dont tout point 
possede au moins un voisinage compact. 


Proposition 2.15 (preuve exercice) 

Tout espace compact est Iocalement compact. 



Remarque 2.16 (voir exemple 2.19) 

La reciproque de cette proposition n’est pas vraie. 



Definition 2.17 (ensemble relativement compact) 

Soit (E,d) un espace metrique est A c-£. Alors A est un sous-ensemble 
relativement compact (ou precompact) si A est compact. 


(voir le complement de cours de ce chapitre pour plus de precision sur cette 
definition) 


Proposition 2.18 (proprietes) 

Soit (£, d) un espace metrique eiA a E. On a les proprietes suivantes (facile 
a demontrer a partir de la definition de I’adherence): 

1) Si A est relativement compact dans E, toute partie de A Test aussi. 

2) Toute partie d’un espace compact E est relativement compacte dans E. 

3) Siyfi, A 2 ■ - An sont relativement compacts dans E, leur reunion Test aussi. 

4) Toute suite de points d’une partie relativement compacte A de E a au moins 
une valeur d’adherence dans E. 

Exemple 2.19 

1) La droite reelle R, I’espace R", un espace vectoriel norme de dimension finie 
ou infinie ne sont jamais compacts. 

2) Soit c R". a est compacte <=> A fermee et bornee. 

3) Soit A une partie finie quelconque d’un espace metrique E, par exemple 
A = {a i, a„,y. Alors A est necessairement compacte. 

4) R est Iocalement compact. 
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5) E = R e\A = ]0, 1 [, A est relativement compact 


Cas particulier d’espaces compacts (e.v.n en dimension finie) 

Soit ( E, ||. ||) un espace vectoriel norme de dimension finie. 

1) Soit K c E . K est compact o K fermee et bornee. 

2) La boule unite fermee d’un e.v.n de dimension finie est compacte pour la 
norme de cet e.v.n. La reciproque de ce resultat est vraie et fait I’objet du 

theoreme de Riesz: ^ 

(Si la boule unite fermee d’un espace vectoriel norme (£, ||. ||) est compact 

alors E est de dimension finie). ^ 

3) Comme (£, ||. ||) est homeomorphe a (k°, ||. ||) oil k = R (ou k - alc 
tout compact de I’un a pour image un compact de I’autre. 

4) i) E = R 

B (0, l) = e R/|x| < 1} = [-1, 1] est compacte 


ii) E = C 

B (o, l) = {:e C/|z| < 1> 

= e C/Ja 1 + b 2 < 1 J-est c 


iii) Soit E, Fe spaces vectoriels norn 
vectoriel norme de dimension ipfini . 

B (0, l) n’est pas compact. 




=®*(£, F) est un espace 



Remarque ^ 

Toutes les notions etudiees au chapitre 1 et 2 restent valables, en particulier, 
aux espaces vectoriels normes, il suffit de remplacer (espace metrique) par 
(espace vectoriel norme), ef(espace metrique complet) par (espace de 
Banach) et (distance d) par (norme ||. ||). 



ilement de cours (chapitre 2): 

Compacite, precompacite, et compacite 
relative 


Definition 2.20 (espace precompact) 

Un espace metrique (F, d') est dit precompact si 
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Vfi > 0, 3xi, X 2 , Xn 


e E tel que E 


=U B ( xt, s) 

i =i 


Proposition 2.21 (preuve TD) 

Un espace metrique precompact est borne. 


Proposition 2.22 (preuve TD) 

un espace metrique ( E , d) compact est precompact. 

Proposition 2.23 

Soit E un espace metrique et A un sous ensemble de E. J. espace 
E est precompact si et seulement si pour tout s > 0 il existe un recouvrement fi 
E par des parties de diametre inferieur ou egal a e. ^ ” 



ini de 


Proposition 2.24 . , . 

Si ( E, d) est precompact, alors pour tout sous ensemble A de E mum de a 

metrique induite on a: A et A sont precomf 

Proposition 2.25 >" m 

Soit E un espace metrique precompact. Alors E est separable. En particular, 

tout espace metrique compact^st separabl 0 

Theoreme 2.26 _ _ 

Soit E un espace metrique. Les proprietes suivantes sont equivalentes. 

1) L'espace metrique E est compact. 

2) L’espace metrique E est precompact et complet. 

Proposition 2. vf . J „ 

Soit £„un espace metrique et A une partie de E. 

r cement compacte alors A est precompacte. 
iplet et si A est precompacte alors A est relativement 



Proposition 2 28 

Soit .4 une partie de R". Les proprietes suivantes sont equivalentes. 

1) ^1 est precompacte. 

2) A est relativement compacte. 

3) A est bornee. 

4) Toute suite bornee dans A possede une sous-suite convergente dans 


Corollaire 2.29 
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Le produit fini d’espaces precompactes est precompacte. 

Resume 


Soit (£, d) un espace metrique, A c £ on a: 


A rel cpt 

def 2. 17 

<=> 

A compact 

prop 2. 27 

=> 

£ compact 

Th 2. 26 



<=> 

£ complet et £ precompact 

£ complet et A precompact 

prop 2 27 

=> 

A rel cpt 


£ precompact 

pro 2 24 

=> 

A precompact et A precompact 

Compact 

prop 2. 25 

=> 

separable 

M^Prop 2 25 

<= 

A precompact 

prop 2 28 

<=> 

A relativemen 

prop 2 28 

(compact o 


A precompac 


precompact 
A borne 




Chapitre 3: Espace 


a" 


iions continues 






^gpr 


# 


Definition 3.1 (Espace fonctionnel) 

On entend par espace fonctionnel un espace dont les elements sont des 
fonctions, c’est-a-dire des applications d’un ensemble £dans un autre £et qu’on 
note par^(£, £) = {/:£ application} 


Remarque 3.2 (preuve TD) 

Si F possede certaines structures d’espace vectoriel, espace metrique, 
il est en general/jossible d'introduire sur^(£, £) une structure analogue. 


alors 


Definition 3.3 (application bornee) 

Soient £ un ensemble non vide et (JF, dr) un espace metrique. Une 
application/ de £ dans £ est dite bornee si le diametre de son image est fini. On 
note B(E, F) I’ensemble des fonctions bornees de £ dans F. 


Proposition 3.4 (preuve TD) 

il est possible de munir £(£, £) d’une distance d x , definie par 


doo (f, g) = sup d F (f(x), g(x)) pour/ g e B(E, F). 


(3.1) 


x e E 
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Proposition 3.5 (preuve exercice) 

Soit £ un ensemble non vide. Si (F, c/e) est un espace metrique complet, 
I’espace ( B(E , £), 8) est complet. 


Remarque 3.6 

Si (£, c/e) est un espace metrique, il est possible de parler d’application 
continue bornee entre E et un espace metrique (JF, c/e). On note 
C(£, £) I’ensemble des applications continues et C*(£, £) I’ensemble des 
applications continues bornees, qu’on les muni encore de la distance ^giform© ^ 


Proposition 3.7 (preuve TD) 

Soit (£, c/e) un compact et (£, c/e) un complet. Alors C( 
distance de la convergence uniforme 8 est complet. 


Definition 3.8 (convergence simple) 

On dit qu’une suite de fonction a- dire duplication d’un 

ensemble £ dans un espace metrique J^bonverge simplement, pour n tendant vers 
+oo, vers une fonction limite/ si, pog^ut x suite des points {/»(x)}„ eN 

de £ converge , pour n tendant vers + oo^vers le point/ (x) de £. 

Cela s’ecrit sous la forme logique suivante : 

(Vx e £) (V £ > OHaW N) >no):d j{xj) < s. 



(3.2) 


Definition 3.9 (convergence uniforme) 

On dit que la suite des fonctions converge uniformement vers la 

fonction/ pourjHtendant vers + oo, si rentier « 0 determine dans (3. 2) peut etre 
choisi independamment de x, c’est-a-dire seulement en fonction de e ; autrement 

> 0) (3«o e N) (Vx e £)(Vw > no) : d (//x),,/(x)) < e. 


Remarque 3.10 

II est bien evident que la convergence uniforme entraine la convergence simple, 
mais, la reciproque n’est pas vraie ; la convergence uniforme est une propriete 
beaucoup plus forte que la convergence simple. 



(3.3) 


Exemple 3.11 

Soit {f n } neN la suite d’applications de / = [0, I ] dans K definies par/,(x) = x” 
alors cette suite converge simplement vers I’application g : 1 -*• i definie par 
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g(x) = 


0 si 0 < x < 1 
1 si x = 1 


Exemple 3.12 

1) Soit {/«}„ eN la suite d’applications de 


dans R definies par/„(x) = 


I + \nx\ 


cette suite converge simplement vers la fonction definie par 

r 

-1 si x < 0 
/(*)=< 1 



V 


2) Soit {/«}«€n su '^ e d’applications de R dans R defi 

/„(x) = — 1 cette suite converge vers/ = 0. 


1 + ( x-n ) 

Quel est le type de cette convergence ? 




Remarque 3.13 (facile averifier) 

Si{/»}„e n est une suite de fonctions cohtinues convergeant uniformement sur 
(E , c/)vers une fonction / -zdlie/ est contin.il sur E. Ou encore 
(parcontraposition) une fonction discontinue ne peut pas etre limite uniforme de 
fonctions continues. 

Theoreme 3.14 (de Dini) 

Soit (£, d) un espace metri<|ire compact. Soit {/»}„ 6N une suite de fonctions 
continues de £jjpns ^ t e H e que : 

1. converge simplement sur E vers une fonction/ 

2. / est continue ilt E. 

3. Vx e £|a suite {/(x)}„ eN est monotone. 

Alors la suite converge uniformement sur E vers la fonction/ 

Theoreme 3.15 (de Dini-Polia) 

Soit [a, 6] un intervalle compact de R et {/!,}„ eN une suite de fonctions 
(non-necessairement continues) de [a, 6] dans R telle que : 

1. La suite {A>„ eN converge simplement sur E vers une fonction/ 

2. La fonction/ est continue sur E. 

3. La fonction/„ est croissante pour tout n e N. 

Alors la suite {/»}„ eN converge uniformement sur E vers la fonction/ 
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Exercice: Demontrer les theoremes 3.14 et 3.15 . 


Definition 3.16 (partie equicontinue) 

Soient (E, d E ) et (F, d F ) deux espaces metriques. 

- Une partie A de I’espace C ( E , F') est dite equicontinue en un point x de E si 

Vf > 0,3 a > 0, telque:V>> e E verifiant d E (x, y) < a 

I’inegalite d F (f (*)> /(y)) < £ soit verifiee V/ e A. 



On dit que A est equicontinue sur E si A est equicontinue en tout point^de 
V e > 0,Vxe£, 3a > 0, telque:V.y e E v ®rifijnt d E (rfy 
I'inegalite d F ( f{x),f(y )) < £ soit verifiee V/ e 
■ Une partie A de I’espace C (E, F) est dite equiconfi^|inifoffriement si 

V s > 0,3a > 0, tel que:V x,y e E verifiant d E (*, y) < a 

I’inegalite d F (fix), /O')) < £ soit verified V lie ’A. 




(3.4) 



(3.5) 


(3.6) 


Proposition 3.17 (preuve cours) 

Soient (E,d E ), (F , d F ) deux espaces metriques et, A une partie equicontinue de 
C (£, F) . Supposons que (^^^) est compact, alors A est uniformement 
equicontinue. 

Exemple 3.18 

Soient (E, d E ) et (F, ^d§ux espaces metriques. 

1) Une partie A de C F) comportant un nombre fini d’elements est 
toujours eauic c _ 

;union de deux parties equicontinues de C (E, F) est une partie 

equicontinue#| CW( F). 

3) Fixons k e [R + . L’ensemble A des fonctions / : E -» F Lipschitziennes de 

rapport/ est equicontinue de C (E, F). 

Proposition 3.19 (preuve exercice) 

On suppose que I’espace E est compact et on considere une partie 
A equicontinue de C (E, f). Alors, une suite (f„) neH de^l converge uniformement 
vers une fonction / de E dans F si et seulement si elle converge simplement vers./. 


Proposition 3.20 (preuve TD) 

Soit ( E , d ) un espace metrique compact. Alors(C (E, k), ||. ||„ ) est un 
espace de Banach tel que : 
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ll/ll«, = max [/(x) |, V/ e C (F, k) 


xeE 


avec k = R (ou k = C). 

Remarque 3 21 

Notons que (3.7) definit la norme de la topologie de la convergence uniforme, 
dans le sense ou une suite d’elements de C (F, k) converge pour cette norme 
vers/ e C (E , k) si et seulement si elle converge uniformement vers 
Cette norme est appelee norme uniforme. 


Theoreme 3.22 (d’Arzela-Ascoli) 

Soit (f, d E ) un espace metrique compact, (F, dr') un es 
une partie A de (c (£, f), 5) est relativement compa 

1) A est equicontinue. 

2) Pour tout x e E , I’ensemble A (x) = fJtjtf} 

compact. 

(voir cours pour la preuve du theoreme 3.22 


Corollaire 3 23 (preuve TD) 

Une partie de C (F, R) est relativement C( apacte dans (C (F, 
seulement si elle est bornee et equicontinue/ 




lativement 


„) si e ' 


Corollaire 3.24 (pri^ _ _ __ 

Soit (F, d) un espace metrique compact. Une partie A <z C(E, R") est 

compacte si et seulement sS^est fermee, bornee et equicontinue. 

Corollaire 3.25 (preuve exercice) 

R) de la norme |[/l| c , = II/1L+ ll/‘Ml a0 les borr, e s 
d % 11 ([o3], II ci ) son t demerit compacte dans C([0, l], 



Chapitre 4: Espace des fonctions lineaires et 
continues 


4.1 Formes lineaires continues 


Definition 4 1 (forme lineaire) 

Soit F un espace vectoriel sur le corps 


= lou C). Une forme lineaire u 


Universite Du 20 Aout 1955 Skikda. Departement Mathematiques. Master 1.2016/2017. 


(3.7) 



26 


E -> k est une application additive et homogene c’est-a-dire 


u (x + y) = u (x) + w (y) V x, y e E. 
1 w (ax) = aw (x), Vaek,Vxe£. 


(4.1) 


ou bien u (ax + py) = au (x) + Pu (y), Vx, y e E, Va, ft e k. 

L’ensemble des formes lineaires sur E est note par L (E, 

Exemple 4.2 

L'application u : C ([0, 1 ], IR) K, definie par 
w (/) = J^/(/)<*, V/e C ([0, 1 ], R) est une forme lineq| 


Remarque 4 3 

Si E est un espace vectoriel sur le corps k alors L 
c’est I’espace dual algebrique de E note aussi par 
bidual algebrique de E) est note par £** = L (L ( 


Definition 4.4 (forme lineaire born 

Soit (£, ||. ||) un espace vectorie 
w est bornee si 






J est aussi. L (E, k) 
on dual algebrique (le 


une forme lineaire. On dit que 


Vx e E 


I’ensemble des formes lineaires bornees sur E. 


(4.2) 


On note par E' = 


Exemple 4 5 

Soit Q un ojL^ert de R" muni de la mesure de Lebesgue et soit 
oo. muni de la norme 



IL/1L = 


Si g e L^idx), 7 + v = 


(J o \f\ p dx) " , si 1 < P < +°o 
supess [/(/) |; t e s\ p = +<x> 

I alors w if) = | fg dx est une forme lineaire bornee. 


Theoreme 4 6 (preuve TD) 

Soit (E, ||. || ^) un espace de Banach et soit w une forme lineaire sur E. Les 
quatre enonces suivants sont equivalents. 

1 ) w est bornee. 

2) w est uniformement continue sur E. 

3) w est continue a I’origine. 
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4) u est bornee sur la boule unite fermee B (0, l). 

5) Ker u est ferme. 

Corollaire 4.7 (preuve TD) 

Si £est un espace norme de dimension finie, alors toute forme lineaire sur E est 
continue, i.e. E* = E 


Proposition 4.8 (preuve TD) 

(E i, ||. ||') est un espace de Banach ou la norme duale ||. ||' est definie par 


IMI'= sup |w(x)| 

lull < l 

E ’ s’appelle le duale topologique de E. 

Notation 

Lorsque u e £' et x e £ on notera generalement 
que (,) est le produit scalaire dans la dualite £' 


Remarque 4.9 

1) On peut obtenir la norme ||w||' 


* < i 


= sup |w (x) | =sup 

<1 ll-V 11 = 1 




\u (x) 


2) D apres le theoreme 4.6 V.v e £ , on a |w(x)| < ||u||'||x||, La constante ||m||' 
est le plus petit nombre M tit que I’inegalite suivante soit vraie Vx e E en d’autre 
terme 


= inf { M ; | u (x) | < M ||x || pour tout x g £} 

(espace dual) 

1 ) SilF= Ik" alors £ < est isomorphe a £ (i.e. il existe une application lineaire 
bijective). 

2) Si £ = //un espace de Hilbert, alors d'apres le theoreme de representation 
de Riesz-Frechet (voir [1] page 81) il existe un isomorphisme isometrique qui 
permet d’identifier £ et £ 

3) Si (X, M) un espace mesure et /u une mesure a -finie et positive. Alors 
d’apres le theoreme de Riesz (voir [2] page 294) on a pour 1 < p < oo, I’espace 
(jL p (de st isomorphe a L q (d /i), i + i = 1. 

4) D’apres le theoreme de Riesz (voir [2] corollaire 5.5.4 page 298) I’espace 



(4.3) 


u(x ); on dit 


(4-4) 


(4.5) 
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dual topologique de l p , 1 < p < 00 est isomorphe a I espace P ou p + q 1- 


Theoreme 4.11 (de Hahn-Banach) 

Soit p : E -*• OR une application verifiant 

1 )p(Xx) = Ip (x) Vx e E et VA > 0, 

2) p(x+y) <p(x)+p(y) Vx, y e E. 

(i.e.p une application convexe). Ici E est un espace vectoriel sur le corps UR. 
Soit d’autre part, S c E un sous-espace vectoriel et soit u : 5 - R une forme 

lineaire telle que 

3) u(x)<p (x) Vx e 5. 

Alors il existe une forme lineaire u definie sur E qui prolonge u, i.e. 

u (x) =u (x) Vx e S 

et telle que 

4) u (x) < p (x) Vx e E. 



Aide. La demonstration du theoreme 4.11 fait appel au le de Zorn qui n est 

pas etudie dans ce parcoure du L.M.D (voir [1 page 1] pa mple pour une 

demonstration de ce theoreme). 




Corollaire 4.12 (preuve cours) 

Soit (E, ||. ||) un espace vectoriel norme sur le corps K et S un sous-espace 


vectoriel de E. Soit u : S 


'S' 


- Sup h(x) 


e application lineaire et continue de norme 


Jt €S 


Alors il existe u e 



u et tel que 


Corollaire 4.13 (preuve cours) 

Soit II- II) Urt espace vectoriel norme sur le corps OR. Alors pour tout 
xa£€ E il existej/o s- E' tel que : 

II Mo II 1 = l|xo II e t («0, Xo) = ||xo II • 


# 


M 


(4.6) 


(4.7) 


Corollaire 4.14 (preuve cours) 

Soit ( E , ||. ||) un espace vectoriel norme sur le corps OR. Alors pour tout x e E 
existe u e E' tel que : 

|| m II / =1 et m (x) = Hx ||. 


(4.8) 


Corollaire 4.15 (preuve TD) 

Soit (E, ||. ||) un espace vectoriel norme sur le corps OR. Pour toutx e E on a 
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||jc|| = Sup \{u, x)| = Max |(w, x)|. 


(4.9) 


u e E 1 



oil u e Ei. 

Exercice (Preuve TD) 

Montrerque I’application « : C ([a, Z>1, l') -» IR, definie par 



(4.10) 


(4.11) 


(4.12) 


done Je$t une isometrie et done injective. A I’aide de Jon peut toujours identifier 
E a un sous-espace de E En general J n’est pas surjective. Lorsque./ est 
surjective on dit que E est reflexif et on a 

Definition 4.18 (espace reflexif) 

Soit E un espace de Banach et soit Jl’injection canonique de E dans E " (voir 
remarque 4.18) . On dit que E est reflexif si J (E) = E Lorsque E est reflexif 
on identifie implicitement E etE " (a I’aide de I’isomorphisme .J) 
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Proposition 4.19 (preuve exercice) 

Soit E un espace de Banach. Alors E est reflexif si et seulement si E 1 est 

reflexif. 


Exemple 4.20 (espace reflexif) 

On a d’apres [1] les resultats suivants: 

1) L p est reflexif pour 1 < p < 

2) L’espace L' n’est pas reflexif. Dapres la proposition 4.19 L* n’e^pas 

reflexif. 

Definition 4.21 (convergence faible) 

Soit (£, ||. ||) un espace de Banach et (x, 7 )„ 6N une suit 

(x„) neN converge faiblement dans E versx et on ecritx^ — 


lim (u, x n ) = (u, x) V u e E ’ « (u, x n - 

n -* +<30 



proposition 4.22 (preuve TD) 

Soit ( E, ||. ||) un espace de Banach et une suite de E • 0n a 

1 ) la limite faible si elle existe est unique. 

2) Six„ -*• x fortement F%e. ||x„ -x[| *-> o\alorsx„ -- x faiblement 

3) Si x n - x faiblement et si «„ - u fortement dans 

n -*■ -foe +oc 


E<[ i.e. \\u n -u\\i - 0 , alors (m,„ x„) 

n^+<x> J 

0 


(u, x). 


4.2 Operateurs lineaires continus 

Soient (M. ||^ (F, ||. || f ) deux espaces vectoriels sur le meme corps 
W ou C). Considerons I’application T 


x i-> F(x) = Tx 


Definition 4.23 (operateur lineaire) 

Un operateur lineaire T . E -* F est une application additive et homogene 

e’est-a-dire 

T (x +y) = T (x) + T (y) V x, y e E. 

T (ax) = aT (x), Vaek,VxeF. 


ou 


bien T (ax + Py ) = aT (x) + pT (y ), Vx, y e £, Va, p e k. 
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Exemple 4.24 (operateur lineaire) 

1) Soient £ et F deux espaces vectoriels sur le meme corps k, dim E = p et 

dimF = q. Soient e p } une base pour£et { e* u e*} une base pour 

F. Tout operateur lineaire T : E - Fest determine, dans les bases choisies, de 
fagon unique par une matrice de type pxq, A = (ay) ou 

ay £ k, / = 1, pi j = 1, ..., q. 

p p 

V* e E, x =22 => T(x ) Alors pour connaltre I’operateur 

<? 

lineaire F, il suffit de savoir les images T(e,) e F, F(e,) =22 aye-, i = 1, p. 

j= i 

2) Considerons I’espace vectoriel E = C([o, />], k) et soit 

k : [a, 6] x [a, i] -*• k continue. L’application T : £"-* £ donn6e par 

(77)(0 = k(t, xy/[x)dx, t e [a, />],/e £ est un operateur lineaire. 

3) L’application C®(0£) ->■ Q(K) donnee par 

(77)(/) = est un operateur lineaire. C£(!) designe I’ensemble de fonctions 
infiniment derivables et bornees sur QL 

4) Soient H un espace de Hilbert et H\ e //un sous-espace vectoriel ferme de 
H. L’operateur de la projection orthogonale de H sur //, est un operateur lineaire. 

Definition 4.25 (operateur lineaire continu) 

L’operateur lineaire Test continu en x 0 e £si 

c 

Vs > 0, 3q > 0, Vx £ £ : ||x - * 0 1| E < q => || Tx - Txo || F < s, 

J en d’autre terme 

L| V(*„)„ 6N c£telque*„ "i' ; * 0 => Tx, Tx 0 

Definition 4.26 (operateur borne) 

L’operateur lineaire £ ->■ Fest borne si 

3 M > 0 tel que || Tx || F < A/||x|| E , Vx £ £. 

On verifie aisement (comme pour les formes lineaires continues) que (4.15) et 

(4.16) sont equivalentes et on a 

Theoreme 4.27 (voir theoreme 4.6) 

Soit T : £ -» Fun operateur lineaire. Les enonces suivants sont equivalents. 

1 ) Fest continu sur £. 

2 ) T est uniformement continu sur £. 

3) T est continu a I’origine. 


(4.15) 


(4.16) 
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4) Si A c E est un ensemble borne dans E, alors T(A) c F est un ensemble 
borne dans F. 

Corollaire 4.28 (voir corollaire 4 7) 

Tout operateur lineaire sur un espace norme de dimension finie est continu. 

Exemple 4.29 

L’operateur donne dans I'exemple 4.24 {Tf){t) = n’est pas borne. 

Remarque 4 30 

1) L’espace des operateurs lineaires continus note Lc(E, F ) est un espace 
vectoriel norme ou 

limil = sup || 7* (x) || (4.17) 

W £ < I 

2) Si Fest un espace de Banach alors L C (E, fin Test auss(, 

3) |||7j|| - inf {A/; ||7’(jc)|| /p < M ||x || E pour tout 

4) |||71|| = sup ||7-(*)|| -sup IIT (x) || = 

j ** o 

Theoreme 4.31 (de Banach-Steinhaus) 

Soit (£, ||. || E ) et (F, ||. || F ) deux espaces de Banach, et 
Tj : E -► F, i e /une famille d’operateurs lineaires continus 

{T, e Lc(E,F )) telles que: 

sup ||7 , /*|| / , < +oo, Vx e E. (4.18) 

i e I 

Alors, 

sup |||7 , / -HI <+oo. (4.19) 

Autrement dit jgc > 0, || T, x || F < c||x|| £ , Vx e E, V/ e /. 

Soit encore 3 c >0, \\T, x\\ F < c,Vx e B (0,1),V; e 7. 

(voir cours pour la preuve du theoreme 4.31 de Banach-Steinhaus) 

Corollaire 4.32 

Soient (E, ||. || £ ) et (F, ||. || f ) deux espace de Banach, et 
T n : E -*• F, n > I une suite d’operateurs lineaires continus tel que pour tout 
x e E, la suite {T„ converge dans F vers une limite notee 

Tx, c’est-a-dire lim T„ x = Tx, Vx e E. Alors, 
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sup |||FJ < +°°, et F 6 Lc(E, F). 

n> 1 


(4.20) 


Comme {T n x} n>1 est convergente alors {T„ x} nS1 est bornee pour chaque 
x e E. D’apres le theoreme 4.31, 

3C > 0 tel que ||F m x|| f < C ||*ll £ v « > 1, Vx e E 

en d’autre terme sup |||FJ < En passant a la limit 

n> 1 

(4.21) on retrouve (4.20). 

On rappelle la definition suivante : 

Definition 4.33 (application ouverte) 

Soient (£, d) et (F, 5) deux espa* 
application ouverte si I’image par/ de 

Une consequence du theoreme de Baire est le theoreme suivant: 

V # 

Theoreme 4.34 (de T . E ^ F un operateur lineaire, 

Soient E et F deux espaces de Banacn en . t 

continu et surjectif. Alors 3e> 0 tel que. 




(4.21) 


. On dit que/: £ -► Fest une 
£ est un ouvert de F. 


B F (0, c) c T (B E (0, l)) 


(4.22) 


PreUV demonstration de ce theoreme est tres longue (voir par exemple [ 1 ]) et ce 
fait eh deux etapes : 


1 e- etape :On montre (grace au theoreme de Baire) qu’il existe c > 0 tel 


que: 


B F (0, 2c) a T (B E (0, 0) 


2 ® me etape: On montre que si Fest un operateur lineaire et continu de 
r Han c f aui verifie (4.23). Alors Fverifie necessairement (4.22). 

Par consequent Fest une application ouverte d’apres la remarque suivan e. 


(4.23) 


Universite Du 20 Aout 1955 Skikda. Departement Mathematiques. Master 1.2016 /2017 





34 


Remarque 4.35 

La propriety (4.22) entrame que T transforme tout ouvert de E en un ouvert de 
F(d’ou le nom de ce theoreme): 



Preuve 

Soit U un ouvert de E ety e T(U), alors 3x e U tel quey = T (x). Comme Ue st 

ouvert 3 r > 0 : Be (x, r) c U alors x + B E (0, r) ci U. On a alors 
y+ T ( B E (0, O) c F(t/). On a 

B F 0, r c) = y + B F (0, r c) c y + t(b e (0, r) ) c7'(F). 

Le theoreme suivant, tres utile en pratique, est une consequent 
theoreme de (’application ouverte : 

r V 


Theoreme 4.36 (de I’isomorphisme de Banach) 

Soient ( E , ||. H^) et (F, ||. U^) deux espa^gg de Banach et T : E - Fun 
operateur lineaire continu et bijectif alor^^e» un op^rateur lineaire continu. 


Preuve 

T 1 est lineaire comme reciproque d’un 
deF. Alors, (F" 1 )" 1 (U) = 

T ' est continue. 




s HC 


ation lineaire. Soit Fun ouvert 
est un ouvert de Fpar le theoreme 4.34. Done 


Void un resultat tres utile pour obtenir des estimations difficiles mettant en jeu deux 
normes sur un meme espace. II suffira souvent en pratique de prouver une 
inegalite relativement simple pour obtenir une inegalite dans I’autre sens, a priori 
plus difficile. 


Corollaire 4.37 

Soit E un espace vectoriel muni de deux normes ||. ||, et ||. || 2 . On suppose que 
E muni de chacune de ces deux normes est un espace de Banach. On suppose de 
plus qu’irpKiste une constante a > 0 telle que: ||x||, < a||x||, Vx e E. Alors les deux 
normes §ont equivalentes. 


Preuve 

Soit ^ ‘ (^’11 'll 2 ) alors Test une bijection lineaire continue 

X 1-* JC 

car par hypothese 3a > 0 ||x|| 2 < a||x||, Vx e E. Par consequent T~ 1 est aussi 
continue par le theoreme 4.36, done 3/? > 0 ||x|| , < j8||x|| 2 Vx e E. 
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Definition 4.38 (operateur inversible) 

Soit £et Fdeux espaces vectoriels normes et T : E - Fun operateur lineaire et 
continu, on dit que T est inversible si T bijectif et 7" 1 continu. 


Corollaire 4.39 (preuve exercice) 

Si £et Fdeux espaces de Banach, alors T est inversible si et seulement si 
T est bijectif. 


On rappelle la definition suivante : 

Definition 4.40 (graphe d une application) 

Soient E et F deux ensembles et/ une application 
f note Gif) est I’ensemble, 

Gif) = {(*,/») eExF:xeE}= {(x, y) s E 

Theoreme 4 41 

Soit/ une application continue d’un 
metrique ( F , d F ') , alors le graphe d 

Preuve 

Soit {(x„, _y„)} n(;N une suite de Gif) qui converge vers (x, y) e Ex Fe t on 

veut montrerque (x , y') e G(/)%’est-a-cjire y = fix). Comme 
(x„, >•„) -+ (x, v). alorsx,, - .v et 

n oo * ^ 

alors fix n ) - fx). Done j^=y(x). 




cIe) dans un espace 


y. Mais par hypothese / est continue 


Par consequent (x, e JSif) ce qui montre que Gif) est ferme. 

Theoreme 4.42 (du graphe ferme) 

Soient (TSj|. ll^Jpet (F> II- II f) deux ©spaces de Banach et soit T : E -* F un 
operateur lineaire. Si GiT) est ferme dans Ex F, alors T est continu. 


Preuve 

On suppose que GiT) ferme. On definit I’application 


||.|| r : E -* et on verifie aisement qu’elle constitue 

X - ||x|| r = ||x|| £ +|[/(x)|| r 

une deuxieme norme sur E, appeler la norme du graphe ferme. On montre 
maintenant que ( E , ||. || r ) est un espace de Banach. 

Soit (x„)„ sN une suite de Cauchy dans (E, ||. || r ), alors 
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Vf > 0, 3 no e N,V/?, q e N, 


((p > «o) e ?(<7 > «o)) => ( \\x P - Xq || E + II T(x p ) £(* 


q)\\ F ~ e) . 


< 


done (*„)„ eN est une suite de Cauchy dans (£, ||. \\ E ) qui est de Banach, ainsi 

Xn "i' x e E . De meme (T(x n )) n ^ est une suite de Cauchy dans (F, II• II F ) Q UI est 

_ H »/• r- 

de Banach, par consequent Tx„ yet. 

La suite {(x„ Tfe))}^ est une suite de 0(7} qui est fermS (par hypothese) et 

converge vers (*, y) , alors: (x, y) e G(T) e’est-a-dire y = T(x). Dor "jL 

|x,-x| r -|x,-x|,+ II7K) - T(x) || p _ 0, alors (ML II r }«st un espace 

^ Comme ||*|| £ < ||*ll r , V* e E, etd'apres le theornme 4.36 de I’isomorphisme 
de Banach, 

3 a > 0, Hx|| r < a\\x\\ E , V. 

D’autre part \\T(x)\\ F < IMI n alors 
Par consequent, T est continu. 


Remaraue 4.43 f 

Bien entendu la reciproque est vraie puisque (d’apres le theoreme 4.41) toute 

application continue (lineaire oq nop.lineaire) a un graphe ferme. 

Proposition 4 44 (preuve TD) . . ir 

Solent (£, ||. || £ ) et deux espaces de Banach et sort run operateur 

lineaire continu. 

Alors les proprietes suivantes sont equivalentes: 

1 ) Testinjectif et a image fermee. 

r ^il existe une constante c > 0, tel que \\Tx\\ F > c||x|| £ , Vx e E. 
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